Le désordre n’existe pas

Ce document a été préparé par Roger Mansuy pour la journée d’animation du jeudi 8 novembre
2018 a l'atelier mathématique du Collége Henri Becquerel a Avoine.

I Principe des tiroirs

Exemple 1
> Quand on veut colorier 3 points avec 2 couleurs, il y a forcément au moins 2 points de la

méme couleur.

> Quand on veut ranger 3 objets dans 2 tiroirs, il y a forcément un tiroir qui en contient au
moins 2.
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Proposition 2

Quand on place n + 1 objets dans n tiroirs, il y a au moins un tiroir qui contient au moins 2
objets.

Voici un énoncé équivalent.

Proposition 3

On peut placer au maximum n objets dans n tiroirs sans qu’un tiroir contienne au moins 2
objets.

Preuve
Si dans chaque tiroir, il y a au plus un objet, alors on a placé au plus

1+1+...4+41=n
~—_———
n fois
objets.
|
Remarque 4

Ce théoréme s’appelle selon les langues : principe des tiroirs, das Schubfachprinzip, the pigeon-
hole principle. Le premier a I'avoir formalisé (mais pas a I’avoir utilisé) est le mathématicien
allemand Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (13 février 1805 - 5 mai 1859) :




Exemple 5

Dans cette salle, il y a au moins deux personnes dont le prénom commence par la méme
lettre.

Exemple 6
A Paris, il y a au moins deux personnes qui ont le méme nombre de cheveux.

Exercice 1.1
Voici quelques affiches d’un séminaire de mathématiques que j'organise avec quelques amis

depuis sept ans
e

<

1. Combien faut-il choisir d’affiches différentes pour étre siir d’en avoir 2 dans la méme
colonne ?
2. Combien faut-il choisir d’affiches différentes pour étre siir d’en avoir 2 dans la méme

ligne?

Exercice 1.2
1. Placer un maximum de points aux intersections du quadrillage de sorte a ce qu’aucun
milieu des points choisis ne soit sur le quadrillage.




Par exemple, on ne peut pas choisir les points suivants car le milieu de A et C' est sur
le quadrillage

2. Recommencer avec un quadrillage de ’espace a trois dimensions.

Exercice 1.3
Montrer qu’un polyédre convexe (solide de 'espace délimité par des plans) admet au moins
deux faces ayant le méme nombre de cotés.

Proposition 7

Quand on place pn+1 objets dans n tiroirs, il y a au moins un tiroir qui contient au moins p+1
objets.

Exercice 1.4
Démontrer la proposition précédente.



II Théoréme de van der Waerden

Exercice 1.5

Colorier les six points suivants avec deux couleurs de sorte a ce qu’il n’y ait pas trois points
de la méme couleur réguliérement espacés.
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Par exemple, vous ne pouvez pas adopter le coloriage suivant car il y a trois points rouges

régulierement espacés
0000060
—r—>
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ni ce coloriage

Exercice 1.6

Recommencer avec 7 points (et toujours la méme consigne)

OOOO0000
00000000

puis 8 points

Exercice 1.7

On veut recommencer pour 9 points (et toujours la méme consigne)

OOOOO0O0000

1. Combien existe-t-il de coloriages possibles ?

2. Le coloriage suivant convient-il 7

3. Le coloriage suivant convient-il 7

4. Traiter I'exercice avec la liste suivantes de tous les coloriages possibles.



Exercice 1.8
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BBBBBRBBR
BBBBBRBRB
BBBBBRBRR
BBBBBRRBB
BBBBBRRBR
BBBBBRRRB
BBBBBRRRR
BBBBRBBBB
BBBBRBBBR
BBBBRBBRB
BBBBRBBRR
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BBBRRRRRB
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Remarque 8
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RBRBBRBRR
RBRBBRRBB
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RRRRRRRBR
RRRRRRRRB
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Le résultat de cet exercice est du au mathématicien hollandais Bartel Leendert van der
Waerden (2 février 1903 - 12 janvier 1996)

Colorier les 36 points suivants avec deux couleurs sans qu’il y ait de carré avec les quatre
sommets de la méme couleur.
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Donnons quelques exemples de configurations interdites :

| JOIO] _

000 OOO®

00 O WOOO
o0 0600 0000

Remarque 9

II a été montré que la taille maximale sans carré monochrome était 14 x 14 mais on ne peut
pas énumérer tous les coloriages cette fois-ci (car il y en a beaucoup trop, approximativement
un nombre fait d’un 1 suivi de cinquante-neuf 0).

Exercice 1.9
La proposition suivant respecte-t-elle la consigne ?

Q0000000000000
QP 0000000000000
- Q0000000000000
1 90000000000000
9000000 0000000
' 90000000000000
- 00000000000000
" 00000000000000
' 00000000000000
' 00000000000000
' 90000000000000
- 00000000000000
: 00000000000000
1..............

9 10 11 12 13 14




IIT Mini-Set

Considérons les cartes suivantes (version simplifiée du jeu de Set, inventé par Marsha Falco
enl974 ; tous droits réservés par Set Enterprises) :

( 1\ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1\
(. J |\ J |\ J (. J |\ J (. J |\ J |\ J (. J
( 1\ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1\
| J (. J (. J | J (. J | J (. J (. J | J
( A 4 ) 4 ) ( ) 4 ) ( ) 4 ) 4 ) ( R
(. J |\ J |\ J (. J |\ J (. J |\ J |\ J (. J

Le jeu comporte 27 cartes et sur chacune d’entre elles, on trouve

— des motifs : losange, ovale ou vague

— en nombre : 1, 2 ou 3

— de couleur : verte, rouge ou violette
On pose 9 cartes sur la table ; chaque joueur doit trouver un lot de 3 cartes, appelé mini-Set, tel
que, pour chacun des trois criteres, les trois cartes ont la méme valeur ou ont toutes des valeurs
différentes.

Voici quatre exemples de mini-Set
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En revanche, ceci ne sont pas des mini-Sets
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Exercice 1.10
Compléter les lots de deux cartes suivants de sorte a obtenir un set
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Exercice 1.11

Trouver des mini-Sets dans les donnes suivantes
1.
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Exercice 1.12
Chercher le nombre minimal de cartes a poser sur la table pour étre siir d’obtenir un mini-Set.

Remarque 10

Dans la version authentique du jeu de Set, les cartes ont quatre attributs : motif, nombre,
couleur (comme précédemment) mais aussi texture (plein, creux ou hachuré). La régle pour
construire un Set est la méme et on a montré qu’il fallait 21 cartes pour étre siir d’obtenir
un Set.
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