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Soichi Kakeya (1886-1947)
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Quelle est la plus petite surface balayée lors d'un retournement d’une ai-
guille de longueur 17
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Introduction

[e] Je]e]

Quelle est la plus petite surface balayée lors d'un retournement d’une ai-
guille de longueur 17
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aire du disque : 7

aire du triangle de Reuleaux : (7 — v/3)

aire du triangle équilatéral :

vVVYVvVYy
&

aire de la deltoide : g
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Introduction

[e] Je]e]

Quelle est la plus petite surface balayée lors d'un retournement d'une ai-
guille de longueur 17

vvyVvVvyy

\{
\{
v

aire du disque : 7~ 0.785

aire du triangle de Reuleaux : (m — v/3)~ 0.705
. . ST L1

aire du triangle équilatéral : Vel 0.577

aire de la deltoide : § ~ 0.393
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Abram Besicovitch (1891-1970) a établi le résultat suivant.

Proposition

Pour tout € > 0, il existe une surface qui convient d'aire inférieure a ¢.
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En cheminant avec Kakeya, Vincent Borrelli et Jean-Luc Rulliere, ENS
Editions, 2014.

En cheminant
avec Kakeya

Voyage au coeur
des mathématiques

ENSEDITIONS

Ce livre, qui a recu le Prix Tangente 2015, est en libre accés au format
numérique sur la page des auteurs.
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Sous-sommes
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Définition
Soit (up)n une suite réelle de limite nulle. Un réel x est représenté par cette
suite s'il existe une partie A C N telle que

X = E Up.

neA

On note S(u) I'ensemble des réels représentés par la suite w.
v
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Sous-sommes
0O®00000000

Soit (up)n une suite réelle de limite nulle. Un réel x est représenté par cette
suite s'il existe une partie A C N telle que

—+o00
K= E up,.
n=0

nEA

On note S(u) I'ensemble des réels représentés par la suite u.
o’
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Sous-sommes
0O®00000000

Soit (un)n une suite réelle de limite nulle. Un réel x est représenté par cette
suite s'il existe une partie A C N telle que

—+o00
K= E up,.
n=0

neA

On note S(u) I'ensemble des réels représentés par la suite w.
v

A quoi ressemble I'ensemble S(u) pour une suite u donnée ?
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Soit une suite réelle (u,)n.
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Soit une suite réelle (u,)n.
> 0e S(u).
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Soit une suite réelle (u,)n.
> 0e S(u).
>

+o0 +o0
S(u) C —Zu;,Zuﬁ
n=0 n=0

avec des conventions naturelles d'écriture si les sommes sont infinies.
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Sous-sommes
O0®0000000

Soit une suite réelle (u,)n.
> 0e S(u).
>

+o0 +o0
S(u) C —Zu;,Zuﬁ
n=0 n=0

avec des conventions naturelles d'écriture si les sommes sont infinies.

» Si la suite u est positive et S(u) admet un plus grand élément M,
alors
x € S(u) <= M — x € S(u).
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Définition

Soit (u,), une suite réelle. La série de terme général u,

n

> est convergente si la suite ( Z uk) converge,
k=0 @

n
> est absolument convergente si la suite ( > |uk|) converge,
k=0 n

> est semi-convergente si elle est convergente sans étre absolument conver-
gente.
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Dans sa note, Soichi Kakeya énonce quelques résultats :
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Sous-sommes
[e]e]e]e] Jele]ele]e)

Dans sa note, Soichi Kakeya énonce quelques résultats :

» Si la série de terme général u, est absolument convergente,
I'ensemble S(u) est fermé.
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[e]e]e]e] Jele]ele]e)

Dans sa note, Soichi Kakeya énonce quelques résultats :

» Si la série de terme général u, est absolument convergente,
I'ensemble S(u) est fermé.

» Une condition suffisante pour que I'ensemble S(u) soit un intervalle
est, pour tout n,

Ianl<'an+ll —+ Ia/‘n'i"ll -+ Ian+3l LR RE R
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[e]e]e]e] Jele]ele]e)

Dans sa note, Soichi Kakeya énonce quelques résultats :

» Si la série de terme général u, est absolument convergente,
I'ensemble S(u) est fermé.

» Une condition suffisante pour que I'ensemble S(u) soit un intervalle
est, pour tout n,

Ianl<'an+ll —+ Ia/‘n'i-’ll -+ Ian+31 LR RE R

» Une condition suffisante pour que I'ensemble S(u) soit d'intérieur
vide est, pour tout n, I'inégalité contraire.
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Sous-sommes

[e]e]e]e] Jele]ele]e)

Dans sa note, Soichi Kakeya énonce quelques résultats :

» Si la série de terme général u, est absolument convergente,
I'ensemble S(u) est fermé.

» Une condition suffisante pour que I'ensemble S(u) soit un intervalle
est, pour tout n,

Ianl<'an+ll —+ Ia/‘n'i-’ll -+ Ian+31 LR RE R

» Une condition suffisante pour que I'ensemble S(u) soit d'intérieur
vide est, pour tout n, I'inégalité contraire.

» Une conjecture pour les autres cas... infirmée en 1980.

but I have no proof for it.
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Proposition

Soit (u,), une suite réelle de limite nulle et non stationnaire.
Alors, les éléments de S(u) ne sont pas isolés.
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Sous-sommes
[e]e]e]e]e] le]elele)

Proposition

Soit (u,), une suite réelle de limite nulle et non stationnaire.
Alors, les éléments de S(u) ne sont pas isolés.

o000

Soit x € S(u) et € > 0.
On dispose d'un entier N tel que 0 < |up| < €.

Alors, I'un des réels x + uy ou x — up appartient a S(u)N]x — &, x + €.

o000
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Proposition

Soit (u,), une suite réelle telle que la série de terme général u, converge
absolument.
Alors, S(u) est une partie fermée.

Montrons ce résultat pour une suite (u,), positive.
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[e]e]e]e]e]ele] Jele)

(vlvlvj

Soit (x;); une suite a valeurs dans S(u) qui converge vers x.

Notons, pour tout /, A C N une partie associée a la représentation de x;.

Considérons A = limsup A}, I'ensemble des indices qui apparaissent dans
une infinité de parties A;. Montrons que

X = E Up.

neA
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> Supposons A majorée. Considérons m un entier au-dela de A. Les entiers
hors de A et inférieurs 8 m appartiennent a un nombre fini de Ay.

Pour tout j suffisamment grand,

AN [0, m] = A.
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Cas Cantor

0000000080

> Supposons A majorée. Considérons m un entier au-dela de A. Les entiers
hors de A et inférieurs 8 m appartiennent a un nombre fini de Ay.

Pour tout j suffisamment grand,

AN [0, m] = A.

Par conséquent,

+o00
OSXJ'—ZUk:ZUk—ZUkS Z U.

keA kEA; keA k=m+1
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0000000080

> Supposons A majorée. Considérons m un entier au-dela de A. Les entiers
hors de A et inférieurs 8 m appartiennent a un nombre fini de Ay.

Pour tout j suffisamment grand,
AN o, m] = A.
Par conséquent,

+o00
OSXJ'—ZUk:ZUk—ZUkS Z U.

keA kEA; keA k=m+1

Le terme de droite est le reste partiel d'une série convergente donc de
limite nulle quand m — +oc.
En conclusion,

x:Zuk.

keA
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> Supposons A non majorée; notons (ng)x la suite croissante des valeurs
de A.

Pour tout k, considérons Aj une partie ayant exactement les mémes k
premiers éléments que A, c'est-a-dire

A_,'k N [[0, nk]] = {no, cey nk}.
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000000000 e
> Supposons A non majorée; notons (ng)x la suite croissante des valeurs
de A.

Pour tout k, considérons A; une partie ayant exactement les mémes k
Jk
premiers éléments que A, c'est-a-dire

A_,'k N [[0, nk]] = {no, cey nk}.

Alors,

k o]
ngjkuu,,,g Z uj.
=0

I=n,+1

En faisant tendre k — +o0,

X = E Ug.

keA

o000
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Cas intervalle
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Cas intervalle

E ple

Pour la suite (up), donnée par
VneN, up = 2 (1)

|'ensemble des réels représentés est
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Cas intervalle
®000000000000000000

Cas intervalle

Pour la suite (up), donnée par

VneN, u, = 2-(rtl)
|'ensemble des réels représentés est

S(u) = [0, 1].

Il s’agit de I'écriture dyadique des éléments de I'intervalle [0, 1].
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Cas intervalle
0000000000000 000000

Soit (up), une suite réelle de limite nulle telle que, pour tout n,

o0

Junl <D Jul.

k=n+1

Alors, S(u) est un intervalle.
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00®0000000000000000

Montrons cette proposition dans le cas ou la suite (u,), est positive.
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Cas intervalle
00®0000000000000000

Montrons cette proposition dans le cas ou la suite (u,), est positive.

Proposition
Soit (u,), une suite positive de limite nulle telle que, pour tout n,

o0
u, < Z Ug.

k=n+1

+o00
Alors, S(u) est I'intervalle [O, > u,,} (ou [0, 400 si la série diverge).
n=0
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o000

Mettons en place une stratégie gloutonne pour obtenir une représentation

d'un réel
+oco
X € }0, Z up [
n=0
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o000

Mettons en place une stratégie gloutonne pour obtenir une représentation

d'un réel
+oco
X € }0, Z up [
n=0

» prenons ng, le plus petit entier m tel que v, < x
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o000

Mettons en place une stratégie gloutonne pour obtenir une représentation

d'un réel
+oco
X € }0, Z up [
n=0

» prenons ng, le plus petit entier m tel que v, < x

> prenons nq, le plus petit entier m > ng tel que uy, + Uy < x
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o000

Mettons en place une stratégie gloutonne pour obtenir une représentation

d'un réel
+oco
X € }0, Z up [
n=0

» prenons ng, le plus petit entier m tel que v, < x
> prenons nq, le plus petit entier m > ng tel que uy, + Uy < x
>
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0000000000000 000000

o000

Mettons en place une stratégie gloutonne pour obtenir une représentation

d'un réel
+oco
X € }0, Z up [
n=0

» prenons ng, le plus petit entier m tel que v, < x
> prenons nq, le plus petit entier m > ng tel que uy, + Uy < x
>

» prenons ny, le plus petit entier m > ny_; tel que

T
L

Un; + Um < x.

[
Il
o
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0000000000000 000000

o000

Mettons en place une stratégie gloutonne pour obtenir une représentation

d'un réel
+oco
X € }0, Z up [
n=0

» prenons ng, le plus petit entier m tel que v, < x
> prenons nq, le plus petit entier m > ng tel que uy, + Uy < x
>

» prenons ny, le plus petit entier m > ny_; tel que

T
L

Un; + Um < x.

[
Il
o

>
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0O000@00000000000000

> Si, pour un indice k, on a I'égalité

k
E Unj = X7
J=0

alors, la construction s'arréte et on dispose d'une représentation de x.
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0000@00000000000000
> Si, pour un indice k, on a I'égalité

k
E Unj = X7
J=0

alors, la construction s'arréte et on dispose d'une représentation de x.

> Sinon, pour tout k € N,
k
Z Up; < X.
Jj=0

La famille ainsi construite est infinie et, par passage a la limite,

+o0
E Up; < X
=0
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o Si la suite (nk), comporte tous les entiers sauf un nombre fini, on note
m le plus grand entier qui n'y apparait pas et k tel que ny = m+ 1.

Nk—1 N
. @O—@®—o—o —© —©®© —@© —@©>»
m m+1
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0000080000000 000000

o Si la suite (nk), comporte tous les entiers sauf un nombre fini, on note
m le plus grand entier qui n'y apparait pas et k tel que ny = m+ 1.

Nk—1 N
. @O—@®—o—o —© —©®© —@© —@©>»
m m+1

Alors,

+oo k—1
E Uy < x < E Up; + Um,
j=0 j=0
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0000080000000 000000

o Si la suite (nk), comporte tous les entiers sauf un nombre fini, on note
m le plus grand entier qui n'y apparait pas et k tel que ny = m+ 1.

Nk—1 ng
° @O—@®—o—o —© —©®© —@© —@©>»
m m+1
Alors,
+oo k—1
Zu,,j <x< Zunj—i-um,
Jj=0 Jj=0
donc
+oco +o00
> w=Y <
I=m+1 j=k

ce qui contredit I'inégalité en hypothése au rang m.
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0O00000®000000000000

e Sinon, notons (my)x la suite croissante des entiers qui n'apparaissent pas
dans la suite (ng)x.
Alors, pour tout k,

400 —+o0
E Up, < x< E Up; + Up,.
Jj=0 j=0

nj<my nj<my
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Cas intervalle
0O00000®000000000000

e Sinon, notons (my)x la suite croissante des entiers qui n'apparaissent pas
dans la suite (ng)x.
Alors, pour tout k,

400 —+o0
E Up, < x< E Up; + Up,.
Jj=0 j=0

nj<my nj<my

Or my = 400 et upy, — 0 donc le lemme d'encadrement entraine

+oo
= g U,
Jj=0

o000
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0000000 e00000000000

Proposition

Soit (up), une suite réelle de limite nulle, décroissante en valeur absolue
telle que S(u) est un intervalle.
Alors, la condition de la proposition précédente est nécessaire, c'est-a-dire,

pour tout n,
oo

|un| < Z |uil-

k=n+1

Effectuons la preuve dans le cas d'une suite positive.
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Cas intervalle
0O0000000e0000000000

(el vl
+oo
Par contraposition, supposons qu'il existe un indice ntel que > wux < up,.
k=n+1
+oo
> Les réels > ug et u, sont représentés.
k=n+1
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0O0000000e0000000000

(el vl
+oo
Par contraposition, supposons qu'il existe un indice ntel que > wux < up,.
k=n+1
+oo
> Les réels > ug et u, sont représentés.
k=n+1

> Soit x strictement entre ces valeurs.
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0O0000000e0000000000

(el vl
+oo
Par contraposition, supposons qu'il existe un indice ntel que > wux < up,.
k=n+1
+oo
> Les réels > ug et u, sont représentés.
k=n+1

> Soit x strictement entre ces valeurs.
Dans une représentation de x par cette suite, il ne peut y avoir de terme
d'indice inférieur ou égal a n puisque ces termes sont supérieurs a u, donc

strictement supérieurs a x (et la suite est positive) :

VYm < n, Um > Up > X.
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Ainsi, il ne peut y avoir que des termes d'indices supérieurs 3 n+ 1. Or la
somme maximale de tous ces termes est

+oo
>

k=n+1

et elle est strictement inférieure a x.
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0000000008000 000000

Ainsi, il ne peut y avoir que des termes d'indices supérieurs 3 n+ 1. Or la
somme maximale de tous ces termes est

+oo
>

k=n+1

et elle est strictement inférieure a x.

En conclusion, x n'est pas représenté par cette suite.
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0000000008000 000000

Ainsi, il ne peut y avoir que des termes d'indices supérieurs 3 n+ 1. Or la
somme maximale de tous ces termes est

+oo
>
k=n+1

et elle est strictement inférieure a x.
En conclusion, x n'est pas représenté par cette suite.

Ainsi,
“+o0

S(u) N ] un, Z w| = 2.

k=n+1

Par conséquent, S(u) n'est pas un intervalle.

o000
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Pour la suite (u,), donnée par

1
n+1

Vn e N, u, =

I'ensemble des réels représentés est R .
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0000000000000 00000

Pour la suite (u,), donnée par

1
n+1

Vn e N, u, =

I'ensemble des réels représentés est R .

La suite est de limite nulle et I'inégalité est immédiatement vérifiée puisque,

pour tout entier n,
(o]

Z |uk| = +o0.

k=n+1
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Notons (pn)n la suite croissante des nombres premiers.

Pour la suite (up), donnée par

VneN, up = —

I'ensemble des réels représentés est R, .
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0000000000008 000000

Pour la suite (u,), donnée par

VneN, u,,:ﬂ
n+1

I'ensemble des réels représentés est R.
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0000000000008 000000

Pour la suite (u,), donnée par

VneN, u, =

I'ensemble des réels représentés est R.

Avec la proposition, on obtient
Sw) =Ry, S )=Ry (S(-uv7)=R_)

et, par suite,

S(u) =R.
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Avec la méme méthode, on obtient un « analogue » du théoréme de réar-
rangement de Dirichlet.

Proposition

Soit une suite (un), qui définit une série semi-convergente. Alors, tout réel
est représenté par cette suite.
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L'exemple suivant, construit sur la suite de Fibonacci (F,),, est cité par
Paulo Ribenboim dans son livre My Numbers, My Friends.

Pour la suite (up), donnée par

VneN, Up = —

I'ensemble des réels représentés est un segment [0, S].
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L'exemple suivant, construit sur la suite de Fibonacci (F,),, est cité par
Paulo Ribenboim dans son livre My Numbers, My Friends.

Pour la suite (up), donnée par

VneN, Up = —

I'ensemble des réels représentés est un segment [0, S].

Pour tout n, F,y1 < 2F, donc upy1 > %un.
Par récurrence, pour tout /, u,; > %u,,.
Par conséquent,

oo o0
1
g |uk|2un2 51 = Up.
k=n+1 =1
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Richard André-Jeannin a établi en 1989 que la constante

51

n=1 "

est irrationnelle.
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Pour la suite (u,), donnée par up = 2 et

Vn e N*| u, =27",

|'ensemble des réels représentés est
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0000000000000 000e00

Pour la suite (u,), donnée par up = 2 et

Vn e N*| u, =27",

|'ensemble des réels représentés est la réunion de

> l'intervalle [0, 1] pour les réels dont la représentation n'utilise pas ug,
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0000000000000 000e00

Pour la suite (u,), donnée par up = 2 et

Vn e N*| u, =27",

|'ensemble des réels représentés est la réunion de
> l'intervalle [0, 1] pour les réels dont la représentation n'utilise pas ug,

> l'intervalle [2, 3] pour ceux dont la représentation utilise u,

0 1 2 3
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Pour la suite (u,), donnée par up = 2 et

Vn e N*| u, =27",

|'ensemble des réels représentés est la réunion de
> l'intervalle [0, 1] pour les réels dont la représentation n'utilise pas ug,

> l'intervalle [2, 3] pour ceux dont la représentation utilise u,

0 1 2 3

S(u) = {0,2} + [0, 1].
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On adapte cet exemple pour obtenir la proposition suivante.

Proposition

Soit (up), une suite réelle de limite nulle telle qu'il existe N tel que, pour
tout n > N,

o0

lual <D Jud.

k=n+1

Alors, S(u) est une réunion finie d'intervalles (disjoints).
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Soit a > 1 et (uy,), la suite définie par u, = ﬁ
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Exemple

|

Soit & > 1 et (u,)n la suite définie par u, = )

On peut estimer le reste partiel de la série associé par comparaison se-

rie/intégrale :
/+°° dt 1 1
a—1 (n+1)

k= n+1
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Exemple

|

Soit & > 1 et (u,)n la suite définie par u, = )

On peut estimer le reste partiel de la série associé par comparaison se-

rie/intégrale :
/+°° dt 1 1
a—1 (n+1)

A partir d'un certain rang, I'inégalité suivante est vérifiée :

k= n+1

1 1 1

. > .
a—1 (n+1)>"t = po

Par conséquent, I'ensemble S(u) est réunion finie d’intervalles disjoints.
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Cas Cantor

Pour la suite (u,), donnée par

VneN, up = 2 -3~ (1)

I'ensemble des réels représentés est
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Cas Cantor

Pour la suite (u,), donnée par

VneN, up = 2 -3~ (1)

I'ensemble des réels représentés est I'ensemble triadique de Cantor.
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Proposition

Soit (un)n une suite réelle, terme général d'une série absolument conver-
gente et telle que, pour tout n,

o

lual > D -

k=n+1

Alors, S(u) est un ensemble de Cantor.

Pour la démonstration, on suppose la suite positive.
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©00

Notons, pour tout entier n,
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©00

Notons, pour tout entier n,

> A, I'ensemble (fini) des réels qui peuvent étre représentés avec les
premieres valeurs de la suite : up, .., Up,
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©00

Notons, pour tout entier n,

> A, I'ensemble (fini) des réels qui peuvent étre représentés avec les
premieres valeurs de la suite : up, .., Up,

» R, le reste partiel

oo
E Ug.

k=n+1
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Puis, pour tout entier n,

> pour tout x € A,, Jy, I'intervalle [x, x + Rj].
Pour n = 0, on obtient les deux intervalles

[0, Ro], [uo, ug + Ro].
Pour n =1, on obtient les quatre intervalles

[0, Ry], (v, t1+ Ry, [uo, up+ R1), [uo+u1, ug+ur + Ry
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Puis, pour tout entier n,

> pour tout x € A,, Jy, I'intervalle [x, x + Rj].
Pour n = 0, on obtient les deux intervalles

[0, Ro], [uo, ug + Ro].
Pour n =1, on obtient les quatre intervalles

[0, Ry], (v, t1+ Ry, [uo, up+ R1), [uo+u1, ug+ur + Ry

> Ko =Usea, Jon-
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Remarquons que, pour tout n et tout x € Ay, l'intervalle J, , contient les
deux intervalles

JX,n+1 = [X7X+ Rn+1]a JX+u,,+1,n+1 = [XJr Uny1, X+ Upp1 + Rn+1]a
X X+ Rn
X X+ Rny1 X+ Unt1 X+ Upp1 + Rog1
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Cas Cantor
[e]e]e]e] Jele]ele]e)

Remarquons que, pour tout n et tout x € Ay, l'intervalle J, , contient les
deux intervalles

JX,n+1 = [X7X+ Rn+1]a JX+u,,+1,n+1 = [XJr Uny1, X+ Upp1 + Rn+1]a
X X+ Rn
X X+ Rny1 X+ Unt1 X+ Upp1 + Rog1

et ces deux intervalles sont disjoints puisque up11 > Rot1.
On a enlevé une zone centrale de longueur u,.1 — Rpy1.
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[e]e]e]e] Jele]ele]e)

Remarquons que, pour tout n et tout x € Ay, l'intervalle J, , contient les
deux intervalles

JX,n+1 = [X7X+ Rn+1]a JX+u,,+1,n+1 = [XJr Uny1, X+ Upp1 + Rn+1]a

X X+Rn

X+ Rny1 X+ Unt1 X+ Upp1 + Rog1

et ces deux intervalles sont disjoints puisque up11 > Rot1.
On a enlevé une zone centrale de longueur u,.1 — Rpy1.

Par conséquent, K, est la réunion de 2"*! intervalles disjoints de lon-
gueur Ry
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[e]e]e]e] Jele]ele]e)

Remarquons que, pour tout n et tout x € Ay, l'intervalle J, , contient les
deux intervalles

JX,n+1 = [X7X+ Rn+1]a JX+u,,+1,n+1 = [XJr Uny1, X+ Upp1 + Rn+1]a

X X+Rn

X+ Rny1 X+ Unt1 X+ Upp1 + Rog1

et ces deux intervalles sont disjoints puisque up11 > Rot1.
On a enlevé une zone centrale de longueur u,.1 — Rpy1.

Par conséquent, K, est la réunion de 2"*! intervalles disjoints de lon-
gueur R, et la suite (K,), est décroissante pour I'inclusion.
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Cas Cantor
[e]e]e]e] Jele]ele]e)

Remarquons que, pour tout n et tout x € Ay, l'intervalle J, , contient les
deux intervalles

JX,n+1 = [X7X+ Rn+1]a JX+u,,+1,n+1 = [XJr Uny1, X+ Upp1 + Rn+1]a
X X+ Rn
X X+ Rny1 X+ Unt1 X+ Upp1 + Rog1

et ces deux intervalles sont disjoints puisque up11 > Rot1.
On a enlevé une zone centrale de longueur u,.1 — Rpy1.

Par conséquent, K, est la réunion de 2"*! intervalles disjoints de lon-
gueur R, et la suite (K,), est décroissante pour I'inclusion.

L'ensemble K = (), K, est un ensemble de Cantor.
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> Par construction, on obtient I'inclusion S(u) C K.
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[e]e]e]e]e] Je]ele]e)

> Par construction, on obtient I'inclusion S(u) C K.

> Soit a € K.
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[e]e]e]e]e] Je]ele]e)

> Par construction, on obtient I'inclusion S(u) C K.

> Soit a € K. Pour tout n, a € K,
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[e]e]e]e]e] Je]ele]e)

> Par construction, on obtient I'inclusion S(u) C K.

> Soit a € K. Pour tout n, a € K, : il existe x, € A, tel que a € Jy,
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> Par construction, on obtient I'inclusion S(u) C K.
> Soit a € K. Pour tout n, a € K, : il existe x, € A, tel que a € Jy,

c'est-a-dire
xp < a< Xy + Ry
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[e]e]e]e]e] Je]ele]e)

> Par construction, on obtient I'inclusion S(u) C K.

> Soit a € K. Pour tout n, a € K, : il existe x, € A, tel que a € Jy,
c'est-a-dire
xp<a<x,+ R,

Pour tout n, a— R, < x, < a, et R, — 0 : la suite (x,), converge vers a.
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[e]e]e]e]e] Je]ele]e)

> Par construction, on obtient I'inclusion S(u) C K.
> Soit a € K. Pour tout n, a € K, : il existe x, € A, tel que a € Jy,
c'est-a-dire

xp < a< Xy + Ry

Pour tout n, a— R, < x, < a, et R, — 0 : la suite (x,), converge vers a.

Or, la suite (x,), est a valeurs dans S(u) qui est fermé : donc a € S(u).
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[e]e]e]e]e] Je]ele]e)

> Par construction, on obtient I'inclusion S(u) C K.
> Soit a € K. Pour tout n, a € K, : il existe x, € A, tel que a € Jy,
c'est-a-dire

xp < a< Xy + Ry
Pour tout n, a— R, < x, < a, et R, — 0 : la suite (x,), converge vers a.
Or, la suite (x,), est a valeurs dans S(u) qui est fermé : donc a € S(u).
En conclusion, S(u) = K.

o000
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Proposition

Pour une suite (u,), vérifiant les conditions de la proposition précédente,
la mesure (de Lebesgue) de S(u) est la limite

lim2"R,.
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En conservant les notations de la démonstration, on obtient toujours :

Proposition

Soit (u,), une suite réelle, terme général d'une série absolument conver-
gente. Alors,

S(u) = K.
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En conservant les notations de la démonstration, on obtient toujours :

Proposition
Soit (u,), une suite réelle, terme général d'une série absolument conver-
gente. Alors,

S(u) = K.

C'est la nature de I'ensemble K qui change...
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Le dessin suivant explique la situation pour une suite positive :

> Siu,> R,
X+ u, X+ u,+ R,

X x+ R,

» Siu, =R,

> Siu, <R,
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Le dessin suivant explique la situation pour une suite positive :

> Siu,> R,
X+ u, X+ u,+ R,

X x+ R,

» Siu, =R,
X+ u, X+ u,+ R,

X x+ R,

> Siu, <R,
X+ up, X+ u,+ R,
X x+ R,
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Proposition
Soit (up)n une suite réelle définissant une série absolument convergente et

telle que, pour tout une infinité de n,

oo

ol > S Jud.

k=n+1

Alors, S(u) admet une infinité de composantes connexes.
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Cas hybride
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Cas hybride

Proposition

Soit p €]0,1[. Pour la suite géométrique u = (p"),, I'ensemble des réels
représentés est

» un intervalle si p > o

> un ensemble de Cantor si p < 1.
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Cas hybride

Proposition

Soit p €]0,1[. Pour la suite géométrique u = (p"),, I'ensemble des réels
représentés est

» un intervalle si p > o

> un ensemble de Cantor si p < 1.

(vlvlvj

Pour tout n,
n+1

Zp

k=n+1
et ce terme est
» soit toujours supérieur a p" si 7’) > 1, c'est-a-dire p > %
> soit toujours strictement inférieur a p”.
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Voici un exemple typique des cas « intermédiaires ».

Exemple

Considérons la suite (décroissante) (u,),>1 définie, pour tout n, par
Upp_1=3-47", Uy, = 247",

Alors, pour tout n,

5 =
Uy =2-47">-.47"= Z I

3 k=2n+1
mais
—n 11 —n e
upp_1=3-4 <?-4 :Zuk
k=2n
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Exemple (suite)

Remarquons que, pour tous k < n et tout c € {1,2,3},

c 1 c-1 < 3 2
Ftea= @t gt
=k

v
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Exemple (suite)

Remarquons que, pour tous k < n et tout c € {1,2,3},

c 1 c—1 a
2k T T g T Z U2i+1 + U2(n41)-
1=k

v

Roger Mansuy L’autre probleme de Kakeya




Cas hybride
0O0®0000000000

Exemple (suite)

Remarquons que, pour tous k < n et tout c € {1,2,3},

c 1 c—1 a
2k T T g T Z U2i+1 + U2(n41)-
1=k

Voici une utilisation de cette remarque pour obtenir une représentation par
la suite (u,), d'un nombre a partir de son écriture en base 4 :

3 2 1

itete

v
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Exemple (suite)

Remarquons que, pour tous k < n et tout c € {1,2,3},

c 1 c—1 a
2k T T g T Z U2i+1 + U2(n41)-
1=k

Voici une utilisation de cette remarque pour obtenir une représentation par
la suite (u,), d'un nombre a partir de son écriture en base 4 :

3,2 .1 3 1 1 1
4 42 43 4 42 42 43

v
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Exemple (suite)

Remarquons que, pour tous k < n et tout c € {1,2,3},

c 1 c—1

2k T T g T Z U2i+1 + U2(n41)-
1=k

Voici une utilisation de cette remarque pour obtenir une représentation par
la suite (u,), d'un nombre a partir de son écriture en base 4 :

3,2 .1 3 1 1 1
4 42 43 4 42 42 43
3.1 4 1
4

tetEtE

v

Roger Mansuy L’autre probleme de Kakeya




Cas hybride
0O0®0000000000

Exemple (suite)

Remarquons que, pour tous k < n et tout c € {1,2,3},

c 1 c—1

2k T T g T Z U2i+1 + U2(n41)-
1=k

Voici une utilisation de cette remarque pour obtenir une représentation par
la suite (u,), d'un nombre a partir de son écriture en base 4 :

3,2 .1 3 1 1 1
4 42 7 43

v

Roger Mansuy L’autre probleme de Kakeya




Cas hybride
0O0®0000000000

Exemple (suite)

Remarquons que, pour tous k < n et tout c € {1,2,3},

c 1 c—1

2k T T g T Z U2i+1 + U2(n41)-
1=k

Voici une utilisation de cette remarque pour obtenir une représentation par
la suite (u,), d'un nombre a partir de son écriture en base 4 :

3 02 1 3 1 1 1
e e

4727 3 4 2T 27 3
73+1+4+1
T4 420 430 43
_3+1 3 2
T4 42 T 437 g3
_2+3+2+3+2
T4 42 42T 3 43

v
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Exemple (suite)

Prenons un autre exemple :

3+2+1+1+1
4 42 43 44 46
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Exemple (suite)

Prenons un autre exemple :
3+2+1+1+1_3+2+1+3+3+2
4 42 43 0 4% 46 4 42 0 43 45 0 46 46

Roger Mansuy L’autre probleme de Kakeya



Cas hybride
0008000000000

Exemple (suite)

Prenons un autre exemple :

3+2+1+1+1_3
4 42 43 7 4% 45 4
3
4
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Exemple (suite)

Prenons un autre exemple :

3+2+1+1+1
4 42 43 44 46

[
AINPIOWDW
+ o+
Rl e R =R
+ o+
Rl Rl &)=
+ o+
A ORISR OY
+ o+
Bl & w Bl w
+ o+
Bl o Bl w B
_|_

+
+
=S

+
Bl w B~

+

+
+

+
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Exemple (suite)

Prenons un autre exemple :

3 2 1 1 1 3 2 1 3 3 2
ittt Ets—itet st Tt e
3 1 3 2 3 3 2
—tetetatstete
2 3 2 3 2 3 3 2

Le procédé termine par une représentation lorsque le premier « chiffre » ne
devient pas 1 (ici car il est initialement égal a 3).
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Exemple (suite)

On en déduit, par récurrence sur n > 1, que tous les nombres de la forme

n

3 Ck
it

avec, pour tout k, cx € {0,1,2,3}, se représentent avec la suite finie
(u)i<2n-
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Exemple (suite)

On en déduit, par récurrence sur n > 1, que tous les nombres de la forme

n

3 Ck
it

avec, pour tout k, cx € {0,1,2,3}, se représentent avec la suite finie
(u)i<2n-

Comme S(u) est fermé, en passant 2 la limite, on obtient [2,1] C S(u).
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Exemple (suite)

De méme, on montre que tous les nombres dont |'écriture en base 4 com-
mence par 4—32 appartiennent a S(u) d’ou

[, 4] € S(u).
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Exemple (suite)

De méme, on montre que tous les nombres dont |'écriture en base 4 com-
mence par 4—32 appartiennent a S(u) d’ou

[, 4] € S(u).

On peut poursuivre ainsi et montrer que, pour tout entier k,

[7857, 2] € S(v)-
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Exemple (suite)

De méme, on montre que tous les nombres dont I'écriture en base 4 com-
mence par 4—32 appartiennent a S(u) d’ou

[, 3] € S(u).

On peut poursuivre ainsi et montrer que, pour tout entier k,

[7857, 2] € S(v)-

On peut également construire d'autres intervalles inclus dans S(u) en trans-
latant un intervalle [%, %] avec une somme de termes % pour des | < k.
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Proposition
Il existe une suite (u,), de limite nulle telle que

» S(u) est un compact non vide,

» S(u) n'est pas une réunion finie d'intervalles,
» S(u) est d'intérieur non vide donc n'est pas un ensemble de Cantor.
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En étant un peu plus soigneux, on établit ainsi le résultat suivant.

Il existe une suite (u,), de limite nulle telle que

» S(u) est un compact non vide,
» S(u) est I'adhérence de son intérieur,

> toute extrémité d'une composante non réduite a un point de S(u)
est point d'accumulation de composantes réduites a un point.
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Un cantorvalle est une partie A de R telle que

» A est un compact non vide,

> A est |'adhérence de son intérieur,

(0%

> toute extrémité d’'une composante non réduite
point d’accumulation de composantes réduites

un point de A est
un point.

(%
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Un cantorvalle peut étre construit en partant de I'ensemble triadique de
Cantor et en rajoutant les parties centrales enlevées aux étapes impaires.

Ensemble de Cantor
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Un cantorvalle peut étre construit en partant de I'ensemble triadique de
Cantor et en rajoutant les parties centrales enlevées aux étapes impaires.

Ensemble de Cantor

Cantorvalle
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Proposition

> Deux ensembles de Cantor sont homéomorphes.
> Deux cantorvalles sont homéomorphes.

Roger Mansuy L’autre probleme de Kakeya



Cas hybride
0000000000800

Proposition

> Deux ensembles de Cantor sont homéomorphes.
> Deux cantorvalles sont homéomorphes.

Voici un schéma pour comprendre la construction d'un homéomorphisme
entre deux ensembles de Cantor :

A

v
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Proposition

> Deux ensembles de Cantor sont homéomorphes.
> Deux cantorvalles sont homéomorphes.

Voici un schéma pour comprendre la construction d'un homéomorphisme
entre deux ensembles de Cantor :

A

v

Roger Mansuy L’autre probleme de Kakeya



Cas hybride
0000000000800

Proposition

> Deux ensembles de Cantor sont homéomorphes.
> Deux cantorvalles sont homéomorphes.

Voici un schéma pour comprendre la construction d'un homéomorphisme
entre deux ensembles de Cantor :

A
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Enoncons la classification de Guthrie, Nymann et Sienz (1989 et 2000).

Proposition

Soit (up), une suite réelle positive telle que la série de terme général u,,
converge. Alors, S(u) est homéomorphe a I'un des trois ensembles suivants

» une réunion finie d’intervalles disjoints,

» un ensemble de Cantor,

» un cantorvalle. |
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Le théoreme précédent indique les différentes topologies possibles pour
I'ensemble S(u) : la classification est terminée.
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Le théoreme précédent indique les différentes topologies possibles pour
I'ensemble S(u) : la classification est terminée...

mais, sauf dans quelques cas particuliers, on ne sait pas déterminer pour
une suite donnée ou se trouve S(u) dans cette classification.
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Déterminer les suites réelles (u,), pour lesquelles il existe o, une permu-
tation de N, telle que (uy(n))n est croissante a partir d'un certain rang.
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